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Problemet

Vores projekt tog udgangspunkt i idéen om modstridsbeviser.
o Udelukkede tredje princip.
@ Intuitionisme.

o Konstruktivisme.
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Problemet

Vores projekt tog udgangspunkt i idéen om modstridsbeviser.
o Udelukkede tredje princip.
@ Intuitionisme.
o Konstruktivisme.

Hvordan kan man bevise fuldstandighedssztningen for intuitionistisk logik udelukkende
ved brug af konstruktive argumenter?
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Kripke-model

Definition (Kripke-model [vD08])

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor L(()) er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ X(k) for alle k € K.
(c) kT I=X(k) CX(/), foralle I,k € K.
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Kripke-model

Definition (Kripke-model [vD08])

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor L(()) er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ T(k) for alle k € K.
(c) kT I=X(k) CX(/), foralle I,k € K.

| \

Definition

Forcing-relationen |- for en givet Kripke-model K er defineret ved
o klFx p hvis og kun hvis p € X (k).
o klFx @1 A @2 hvis og kun hvis k IFx 1 og k Ik 2.
o klFx @1V @2 hvis og kun hvis k IFxc @1 eller k IFic 2.

@ klFx o1 — w2 hvis og kun hvis for alle | O k der geelder at / Ik p1 = [k @o.
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Kripke-model

Corollary ([vD08])

Q kI —p < foralle | O k gelder | .
Q kIF——p & for alle | O k eksisterer der et p 1 s p I .

kg kia® kog 1
kn k()
(a) (b)
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Kripke-model

Corollary ([vD08])

Q kI —p < foralle | O k gelder | .
Q kIF——p & for alle | O k eksisterer der et p 1 s p I .

kg kia® kog 1
kn k()
(a) (b)

(a) koI @, ki Ik @, ko IF ==, ko IF == — ¢, ko Iff =,
(b) ko l-=(p A¥), ko lf ~(p A9p) = (mo V —¢).
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Klassisk bevis for fuldsteendighed

Lemma ([vD08])

Hvis I' V/; ¢, s& er det muligt at udvide I" til en primisk teori I'" s& I"' /; .
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Klassisk bevis for fuldsteendighed

Lemma ([vD08])
Hvis I' V/; ¢, s& er det muligt at udvide I" til en primisk teori I'" s& I"' /; .

@ Lav fglge Iy C Iy C --- C I hvor

def J Lk U{p1} hvis DU {p1} i @
I =
I U{p2} ellers

def T )
o I = Uk>0lk er vores primiske teori.
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Lemma (Modeleksistenslemma [vD08])

Hvis I' t/; ¢, sa eksisterer der en Kripke-model K = (K, X) s3 k I-x I' og k I o for et
kek.
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Lemma (Modeleksistenslemma [vD08])

Hvis I' t/; ¢, sa eksisterer der en Kripke-model K = (K, X) s3 k I-x I' og k I o for et
kek.

v

@ Udvid I til primisk teori I".
o Lad

I {o | ¢ € T og ¢ er kun konstrueret af atomare formler fra P(0),}

og lav partielt ordnet maengde K = (I, C).
(] VisatF,H—goo<:>I', |—,'<po.
o Konkluder I"'t/i p & I lf pog I't/i I’ < T - T
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Theorem (Fuldstaendighed [vDO08])

I'Fo=TIF .
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Theorem (Fuldstaendighed [vDO08])
I'Fo=TIF .

Antag I I/; p. Sa eksisterer Kripke-model KC sa I' I ¢, hvilket er en modstrid. O
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Det tredelte konstruktive bevis

Theorem (Fuldstendighed)

@ Huvis I' IF A, da findes der et vellykket tableau med rod (I"; A).

@ For ethvert 3bent blad S i et tableau gaelder det for enhver sekvent (I'; A) € S at
man ud fra S kan konstruere en modmodel for (I"; A).
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Fgrste del

Lad S vere et system. Hvis det om en sekvent (I"; A) € S galder at I' IF A, s3 er der et
vellykket tableau med S som rod.
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Fgrste del — bevisideen

Om beviset
@ Induktion efter antal manglende deludsagn i S.

@ Tableauet konstrueres oppefra-ned.

Bevisideen

Basisskridtet S er et blad. Der eksisterer pr. antagelse en gyldig sekvent i ethvert blad.

Induktionsskridt Hvis (I'; A) € S s.a. I' IF A, s3 findes et vellykket tableau med S som
rod.
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Fgrste del — bevisideen

Om beviset
@ Induktion efter antal manglende deludsagn i S.

@ Tableauet konstrueres oppefra-ned.

Bevisideen

Basisskridtet S er et blad. Der eksisterer pr. antagelse en gyldig sekvent i ethvert blad.

Induktionsskridt Hvis (I'; A) € S s.a. I' IF A, s3 findes et vellykket tableau med S som
rod.
Eksempel pa et tilfaelde

@ Betingelse: o1 A w2 € I og (1 ¢ I eller po ¢ I).
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Fgrste del — bevisideen

Om beviset
@ Induktion efter antal manglende deludsagn i S.

@ Tableauet konstrueres oppefra-ned.

Bevisideen

Basisskridtet S er et blad. Der eksisterer pr. antagelse en gyldig sekvent i ethvert blad.

Induktionsskridt Hvis (I'; A) € S s.a. I' IF A, s3 findes et vellykket tableau med S som
rod.
Eksempel pa et tilfaelde
@ Betingelse: o1 A w2 € I og (1 ¢ I eller po ¢ I).
@ Benytter monotoniciteten for I til at slutte

T'U {1,902} IFA.
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Fgrste del — bevisideen

Om beviset
@ Induktion efter antal manglende deludsagn i S.

@ Tableauet konstrueres oppefra-ned.

Bevisideen

Basisskridtet S er et blad. Der eksisterer pr. antagelse en gyldig sekvent i ethvert blad.

Induktionsskridt Hvis (I'; A) € S s.a. I' IF A, s3 findes et vellykket tableau med S som
rod.
Eksempel pa et tilfaelde

@ Betingelse: o1 A w2 € I og (1 ¢ I eller po ¢ I).
@ Benytter monotoniciteten for I til at slutte

T'U {1,902} IFA.

o Deraf konstruerer vi S’

S'=(S\ ([ A)) U(T U {1, p2}; A).
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Fgrste del — bevisideen

Om beviset
@ Induktion efter antal manglende deludsagn i S.

@ Tableauet konstrueres oppefra-ned.

Bevisideen

Basisskridtet S er et blad. Der eksisterer pr. antagelse en gyldig sekvent i ethvert blad.

Induktionsskridt Hvis (I'; A) € S s.a. I' IF A, s3 findes et vellykket tableau med S som
rod.
Eksempel pa et tilfaelde

@ Betingelse: o1 A w2 € I og (1 ¢ I eller po ¢ I).
@ Benytter monotoniciteten for I til at slutte

T'U {1,902} IFA.
o Deraf konstruerer vi S’
S'=(S\ ([ A)) U(T U {1, p2}; A).

@ Induktionsantagelsen giver at S’ er rod i et vellykket tableau.
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Anden del

Hvis S er rod i et vellykket tableau, da findes en sekvent (I'; A) € S s3 I' - A.
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Anden del — bevisideen

Om beviset

@ Induktion i tableauets dybde.

Bevisideen

Basisskridt Vi har et blad S. Da tableauet er vellykket har vi I" N A # () for
(I'; A) € S. Heraf '+ A.

Induktionsskridt Betragt en vilkarlig knude S U (I'; A). SU (I'; A) og dens bgrn adskiller
sig kun i én sekvent. Induktionsantagelsen siger, at der eksisterer en
beviselig sekvent i bgrnene. Hvis denne beviselige sekvent findes i S, er vi

feerdige. Hvis ikke, sa benytter vi en bevisregel til at konkludere, at
I'ti A
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Tredje del

Theorem (Fuldstaendighed)

@ For ethvert dbent blad S i et tableau gaelder det for enhver sekvent (I'; A) € S at
man ud fra S kan konstruere en modmodel for (I'; A).

Om beviset
@ Viser at K = (S, C) er en partielt ordnet maengde.
o Viser at K = (K,X), hvor Z((I; A)) ={p | p € I' Ap € P(D)}, er en Kripke-model.

@ Viser vha. strukturel induktion at

Q@ kiFIforkeS
Q@ kEAforkeS
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Fra matematik til software

Om implementeringen:
@ Delvis implementering af vores bevis.
@ Tautologitjekker i sin nuvaerende form.
o Skrevet i Haskell.
Overgangen ml. en matematisk beskrivelse og en konkret implementering
o Forholdvis nem overgang fra beuvis til software.

o Matematik som et abstrakt programmeringssprog.
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Demonstration af programmet

Vi viser, at vores implementering opfylder at

@ p — ——p er intuitionistisk gyldigt,

@ mens ——p — p ikke er
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Konklusion — Resultater

Konstruktivt bevis for fuldstendighedssatningen

Vi gav et konstruktivt bevis for fuldstaendigheden af intuitionistisk udsagnslogik.
@ Beviset giver et semantisk tableau, der opfylder én af mulige to egenskaber:

© et gyldigt udsagn resultaterer i et bevis,
@ ellers kan man konstruere en modmodel ud fra tableauet.

@ Beviset for et udsagn fas ved at betragte tableauet vendt pa “hovedet”.

@ En modmodel kan konstrueres ud fra et af de abne blade i tablauet.
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Konklusion

Hvad har vi fundet ud af?
@ Strengere beviskrav.
o Konstruktive beviser er informationsrige.

o Indbyder til fokus pa beregnelighed.
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Videre refleksion

Fra linezr algebra har vi fglgende velkendte og vigtige resultat, der skyldes Jgrgen
Pedersen Gram og Erhard Schmidt [SIF08, LNS11].

Theorem (Gram-Schmidt)

Hvis (vi,. .., vm) er en liste af linezrt uafhaengige vektorer i et vektorrum V, s findes
der en ortonormal liste (e, ..., em) siledes at
span(vi,...,vk) =span(ey,...,€)

for alle k € {1,..., m}.

Gruppe D602F13 (AAU) Konstruktiv matematik 27. juni 2013 19 /25



Videre refleksion

Fra linezr algebra har vi fglgende velkendte og vigtige resultat, der skyldes Jgrgen
Pedersen Gram og Erhard Schmidt [SIF08, LNS11].

Theorem (Gram-Schmidt)

Hvis (vi,. .., vm) er en liste af linezrt uafhaengige vektorer i et vektorrum V, s findes
der en ortonormal liste (e, ..., em) siledes at
span(vi,...,vk) =span(ey,...,€)

for alle k € {1,..., m}.

Beviset er konstruktivt, og giver netop en algoritme til at finde den omtalte basis.
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Videre reflekstion

Konstruktive resultater

kan vaere direkte praktisk anvendelige.

. kan ogs3 have stor teoretisk betydning.
.er ofte mere om omstaendige end deres klassiske modparter.

. er interessante fra en beregnelighedsmaessigt datalogisk synsvinkel.
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Errata — Kapitel 2

Theorem (Satning 2.9: Rekursive definitioner)

Lad A vere induktivt defineret af F med konstruktorer fi, . .., fn . Desuden lad fglgende
entydige afbildninger vaere givet

H, : F(0) — A,

He : A" — A,

hvor n < oo. S3 findes der en entydigt givet afbildning F : F* — A séledes at

[ Ha(x) hvis x € F(0)
F(X) = {Hfl(F(Xl)» o F(Xk)) hvis x = )‘;'(Xl7 .. .,Xk)‘
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Errata — Kapitel 2

Theorem (Satning 2.9: Rekursive definitioner)

Lad F med konstruktorer fi, . .., fm vaere givet. Desuden lad fglgende entydige
afbildninger vaere givet

H, : F(0) — A,

He : A" — A,

hvor n < oo og A er en vilkirlig maengde. S3 findes der en entydigt givet afbildning
F : F* — A sdledes at

 [Hi(x) hvis x € F(0)
- {Hf,-(F(XI),...,F(Xk)) bl = st oo 290
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Errata — Kapitel 3

Definition (Definition 3.7: Kripke-model)

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor At er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ (k) for alle k € K.
(c) kCI=X(k) CX(/)foralle I,k € K.

Lemma (Lemma 3.12)

Hvis I' ¥ o, s& er det muligt at udvide I" til en primisk teori I" som opfylder at "' ¥ .
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Errata — Kapitel 3

Definition (Definition 3.7: Kripke-model)

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor L(() er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ 5(k) for alle k € K.
(c) kC 1= X(k) CX(/)foralle I,k € K.

Lemma (Lemma 3.12)

Hvis I' ¥ o, s& er det muligt at udvide I" til en primisk teori I" som opfylder at "' ¥ .
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Errata — Kapitel 3

Definition (Definition 3.7: Kripke-model)

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor L(() er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ 5(k) for alle k € K.
(c) kC 1= X(k) CX(/)foralle I,k € K.

Lemma (Lemma 3.12)

Hvis I' ¥ ¢, s3 er det muligt at udvide I" til en primisk teori I" som opfylder at I ¥ .

Gruppe D602F13 (AAU) Konstruktiv matematik 27. juni 2013 22 /25



Errata — Kapitel 3

Definition (Definition 3.7: Kripke-model)

En Kripke-model for et sprog L er et par K = (K, X), hvor K er en partielt ordnet
maengde, og X er en funktion pd K som opfylder at

(a) X(k) C L(D) for alle k € K, hvor L(() er de atomare satninger i L.
(b) L ¢ 5(k) for alle k € K.
(c) kC 1= X(k) CX(/)foralle I,k € K.

Lemma (Lemma 3.12)

Hvis I" ¥; @, s& er det muligt at udvide I" til en primisk teori I'" som opfylder at I' ¥; .
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Errata — Kapitel 4

Definition (Definition 4.4: Blad)

Et blad i et semantisk tableau er en knude S, hvor alle sekventerne i knuden er lukket
under deludsagn, dvs. at der for alle sekventer (I"; A) € S geelder at

@ hvis 1 Ay € I' sa geelder at o1 € " og o € I,
hvis 1 V o € I' s gaelder at 1 € I eller pp € T,

°
@ hvis ¢1 — @o € I' sa geelder at p1 € A eller o € T,
@ hvis 1 A o € A sa galder at 1 € A eller pp € A,
o

hvis 1 A @2 € I' sd geelder at ;1 € A og @2 € A,

hvis o1 — 2 € A s3 galder at der findes en sekvent (I''; A’) € S s3ledes at
IF'CrI'ogypi el og e A
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Errata — Kapitel 4

Definition (Definition 4.4: Blad)

Et blad i et semantisk tableau er en knude S, hvor alle sekventerne i knuden er lukket
under deludsagn, dvs. at der for alle sekventer (I"; A) € S geelder at

@ hvis 1 Ay € I' sa geelder at o1 € " og o € I,
hvis 1 V o € I' s gaelder at 1 € I eller pp € T,

°
@ hvis ¢1 — @o € I' sa geelder at p1 € A eller o € T,
@ hvis 1 A o € A sa galder at 1 € A eller pp € A,
o

hvis 1 V @2 € A sd galder at 1 € A og 2 € A,

hvis o1 — 2 € A s3 galder at der findes en sekvent (I''; A’) € S s3ledes at
IF'CrI'ogypi el og e A
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Gruppe D602F13 (AAU)

Moralen

“Copy and paste is a design error.”

— David Parnas

Konstruktiv matematik
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